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１次元調和振動子の基底状態エネルギーを試行関数 φ(x) = Ne−αx2
（N :規格化定数）を

用いて次の手順で変分法で計算せよ。ただし、１次元調和振動子のハミルトニアン Ĥが
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とあるとして、次の積分公式を用いてよい。
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1. 試行的な波動関数としての φ(x)の規格化条件から規格化定数Nを計算せよ。
2. ハミルトニアン Ĥの期待値を計算せよ。
3. ハミルトニアン Ĥの期待値を変分パラメタ αで微分してゼロとおき、そのときの α

とハミルトニアンの期待値を求めよ。

（解答例）
1.
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2. まず準備として試行関数の微分係数を計算する。

d
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exp(−αx2) = −2αx exp(−αx2),
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exp(−αx2) = (4α2x2 − 2α) exp(−αx2) (4)

次に試行関数にハミルトニアンを作用させる。
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与えられた公式を用いると
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さらに、規格化定数の値を用いると
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3. 今の場合、ハミルトニアンの期待値を E(α)とおくと αに比例する項と逆比例する項
の和となるので αの関数としては極値 (極小値）をもつ。
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備考：ここで、
√

k/m ≡ ωとおくと、エネルギーは E(α) = h̄ω/2,すなわち 1次元調
和振動子の基底状態のエネルギーとなる。この例では変分計算による結果が正しい値
を与えることになったが、本来は厳密解がわかっていないときの近似解を求めるのが
変分法である。
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