
調和振動子

調和振動子 (単振動)型ポテンシャル場の量子力学的運動は基底関数系の構築の例として、
また場の量子論への導入において重要であることが知られている。さらに近年では 2次元
調和振動子型ポテンシャルは量子ドットなど界面における電子の閉じ込め機構のモデルに
もなっている。

1 1次元における調和振動子
シュレディンガー方程式

(− h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2)ψ(x) = Eψ(x) (1)

エネルギー固有値と固有関数 (2通りの表現)

En = (n+
1

2
)h̄ω (n = 0, 1, 2, · · ·) (2)

表現１： ψn(x) =

√
α√

π · 2nn!
Hn(αx) · exp(−1

2
α2x2), α ≡

√
mω

h̄
, (3)

表現２： ψn(x) =
1√

2nn!
√
πb2

Hn(
x

b
) · exp(− x2

2b2
), b ≡

√
h̄

mω
=

1

α
, (4)

∫ ∞

−∞
ψ∗

n(x)ψn′(x)dx = δnn′ . (5)

ここでHn(x)は n次のエルミート多項式 (後述,Schiff版)である。

2 2次元における非等方調和振動子
シュレディンガー方程式

[− h̄2

2m
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
) +

1

2
m(ω2

xx
2 + ω2

yy
2)]ψ(x, y) = Eψ(x, y) (6)

エネルギー固有値と固有関数

Enxny = (nx +
1

2
)h̄ωx + (ny +

1

2
)h̄ωy, (nx, ny = 0, 1, 2, · · ·) (7)

ψnxny(x, y) =
1√

2nxnx!
√
πb2x

Hnx(
x

bx
) · exp(− x2

2b2x
) 　　　　　　

× 1√
2nyny!

√
πb2y

Hny(
y

by
) · exp(− y2

2b2y
) (8)
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bx ≡
√

h̄

mωx

, by ≡
√√√√ h̄

mωy

(9)

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ∗

nxny
(x, y)ψn′

xn′
y
(x, y)dxdy = δnxn′

x
δnyn′

y
. (10)

3 2次元における等方的調和振動子
シュレディンガー方程式

[− h̄2

2m
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
) +

1

2
mω2(x2 + y2)]ψ(x, y) = Eψ(x, y) (11)

ここで変数変換を行う。

x = r cosφ, y = r sinφ, r =
√
x2 + y2, tanφ =

y

x
, (12)

ρ ≡ r

b
, b ≡

√
h̄

mω
. (13)

エネルギー固有値と固有関数

En = (n+ 1)h̄ω, (n = 0, 1, 2, · · ·) (14)

ψnM (r, φ) =

√√√√√ 1

πb2
· (n−|M |

2
)!

[(n−|M |
2

)!]3
· ρ|M | · e−ρ2/2 · L|M |

n+|M|
2

(ρ2) · eiMφ, (15)

|M | =
{

0, 2, 4, · · · , n (n :偶数)

1, 3, 5, · · · , n (n :奇数).
(16)

ここで Lα
n(x)はラゲール陪多項式 (後述,Schiff版)である。

参考文献
1) 有馬朗人、「量子力学」、朝倉書店、1984年
2) 荒木源太郎、「量子力学」、培風館、1961年。

4 3次元における等方的調和振動子
シュレディンガー方程式

[− h̄2

2m
∆+

1

2
mω2(x2 + y2 + z2)]ψ(r) = Eψ(r) (17)

固有値と波動関数

En = (2n+ �+
3

2
)h̄ω (n = 0, 1, 2, · · · , � = 0, 1, 2 · · · , n) (18)

ψn
m(r) ≡ Rn
(r)Y
m(θ, φ)
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Rn
(r) =
1

b
3
2

√√√√ 2n!

(n+ �+ 1
2
)!
· ρ
 exp(−ρ

2

2
) · L
+ 1

2
n (ρ2) (19)

ρ ≡ r

b
, b ≡

√
h̄

mω
(20)∫

ψ∗
n
m(r)ψn′
′m′(r)d3r = δnn′δ

′δmm′ . (21)

ここで、Rn
(r)は動径波動関数、Y
m(θ, φ)は角度方向波動関数で今の場合には球面調和関
数で表される。
行列要素の実例：

〈ψn
m|r2|ψn
m〉 = (2n+ �+
3

2
)b2. (22)

5 3次元における非等方調和振動子
シュレディンガー方程式

[− h̄2

2m
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
) +

1

2
m(ω2

xx
2 + ω2

yy
2 + ω2

zz
2)]ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z) (23)

エネルギー固有値と固有関数

Enxnynz = (nx +
1

2
)h̄ωx + (ny +

1

2
)h̄ωy + (nz +

1

2
)h̄ωz (nx, ny, nz = 0, 1, 2, · · ·),(24)

ψnxny(x, y) =
1√

2nxnx!
√
πb2x

Hnx(
x

bx
) · exp(− x2

2b2x
) 　　　　　　

× 1√
2nyny!

√
πb2y

Hny(
y

by
) · exp(− y2

2b2y
)

× 1√
2nznz!

√
πb2z

Hnz(
z

bz
) · exp(− z2

2b2z
), (25)

bx ≡
√

h̄

mωx
, by ≡

√√√√ h̄

mωy
, bz ≡

√
h̄

mωz
,

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ∗

nxnynz
(x, y, z)ψn′

xn′
yn′

z
(x, y, z)dxdyz = δnxn′

x
δnyn′

y
δnzn′

z
. (26)

5.1 エルミート多項式（Hermite polynomial）

調和振動子の量子力学的な取り扱いの際に使用される。エルミート多項式には種々の定
義があり、注意を要する。
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1. Schiff教科書他
物理関係 ([5, 6, 7, 8, 9, 13])ではこの定義が使用されていることが多い。

微分方程式：(
d2

dx2
− 2x

d

dx
+ 2n)Hn(x) = 0, (27)

関数表示：Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

, (28)

実例 : H0(x) = 1, (29)

H1(x) = 2x, (30)

H2(x) = 4x2 − 2, (31)

H3(x) = 8x3 − 12x, (32)

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12, (33)

H5(x) = 42x5 − 160x3 + 120x, (34)

漸近公式 : Hn(x) ≈ 2nxn, (as x→ ∞), (35)

母関数 : e2tx−t2 =
∞∑

n=0

Hn(x)
tn

n!
, (36)

漸化式：Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1, (37)

d

dx
Hn(x) = 2nHn−1(x), (38)

直交関係：
∫ ∞

−∞
Hn(x)Hn′e−x2

dx = δnn′ · 2n · n!√π, (39)

空間反転性 : Hn(−x) = (−1)nHn(x). (40)

2. 岩波公式集 III[4]

微分方程式：(
d2

dx2
− x

d

dx
+ n)Hn(x) = 0, (41)

関数表示：Hn(x) = (−1)nex2/2 d
n

dxn
e−x2/2, (42)

実例 : H0(x) = 1, (43)

H1(x) = x, (44)

H2(x) = x2 − 1, (45)

H3(x) = x3 − 3x, (46)

H4(x) = x4 − 6x2 + 3, (47)

H5(x) = x5 − 10x3 + 15x, (48)

特別な値 : H2n(0) = (−1)n(2n− 1)!!, (49)

H2n+1(0) = 0, (50)

H ′
2n+1(0) = (−1)n(2n+ 1)!!, (51)

母関数 : etx−t2/2 =
∞∑

n=0

Hn(x)
tn

n!
, (52)

漸化式 1：Hn+1(x) = xHn(x)− nHn−1, (53)
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漸化式 2：
d

dx
Hn(x) = nHn−1(x), (54)

直交関係：
∫ ∞

−∞
Hn(x)Hn′e−x2/2dx = δnn′n!

√
2π. (55)

5.2 ラゲール多項式および陪多項式（associated Laguerre polynomial)

水素原子や 2、3次元調和振動子の量子力学取り扱い、特に動径方向の波動関数を記述す
る際に使用される。エルミート多項式と同様に、いくつかの定義があることに注意すべき
である。

1. Schiff教科書 [5]

(a)ラゲール多項式

母関数 1 :
e−tx/(1−t)

(1− t)
=

∞∑
n=0

Ln(x)
tn

n!
, (56)

微分方程式：[x
d2

dx2
+ (1− x)

d

dx
+ n]Ln(x) = 0, (57)

漸化式 1：Ln+1(x) = (2n + 1− x)Ln(x)− n2Ln−1(x), (58)

漸化式 2：
d

dx
Ln(x)− n

d

dx
Ln−1(x) = −nLn−1(x), (59)

(60)

(b)ラゲール陪多項式

関数表示：Lα
n(x) ≡

dα

dxα
Ln(x), (61)

　 微分方程式：[x
d2

dx2
+ (α + 1− x)

d

dx
+ (n− α)]Lα

n(x) = 0, (62)

母関数 :
(−t)αe−tx/(1−t)

(1− t)α+1
=

∞∑
n=α

Lα
n(x)

tn

n!
, (63)

直交規格性 :
∫ ∞

0
xαe−xLα

m(x)Lα
n(x)dx = δmn

(n!)3

(n− α)!
(64)

2. 岩波公式 III[4],岡部 [9]

(a)ラゲール多項式

Ln(x) ≡ Lα=0
n (x). (65)

(b)ラゲール陪多項式

微分方程式：[x
d2

dx2
+ (α + 1− x)

d

dx
+ n]Lα

n(x) = 0, (66)

実例 : Lα
0 (x) = 1, (67)

Lα
1 (x) = (α + 1)− x, (68)
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Lα
2 (x) =

x2

2
− (α + 2)x+

1

2
(α + 1)(α+ 2) (69)

L−n
n (x) = (−1)n

xn

n!
, (70)

母関数 :
exp(− tx

1−t
)

(1− t)α+1
=

∞∑
n=0

Lα
n(x)t

n, (71)

漸化式 1：nLα
n(x) + (x− 2n− α+ 1)Lα

n−1(x) (72)

+(n+ α− 1)Lα
n−2(x) = 0, (73)

漸化式 2：x
d

dx
Lα

n(x) = nLα
n(x)− (n+ α)Lα

n−1(x), (74)

直交関係：
∫ ∞

0
Lα

n(x)L
α
n′e−xxαdx = δnn′

(α + n)!

n!
, (75)

3. Morse and H. Feshbach[1]

(a)ラゲール多項式

(b)ラゲール陪多項式

関数表示：Lα
n(x) =

(n+ α)!

n!

ex

xα

dn

dxn
(xn+αe−x), (76)

微分方程式：[x
d2

dx2
+ (α+ 1− x)

d

dx
+ n]Lα

n(x) = 0, (77)

母関数 :
exp(− tx

1−t
)

(1− t)α+1
=

∞∑
n=0

Lα
n(x)

(n+ α)!
tn, (78)

漸化式 1：(x− α− 2n− 1)Lα
n(x) = − (n+ 1)

(α + n+ 1)
Lα

n+1(x)

−(α+ n)2Lα
n−1(x) (79)

漸化式 2：x
d

dx
Lα

n(x) = (x− α)Lα
n(x) + (n + 1)Lα−1

n+1(x), (80)

直交規格性 :
∫ ∞

0
xαe−xLα

m(x)Lα
n(x)dx = δmn

[(n + α)!]3

n!
(81)

5.3 球面調和関数（spherical harmonics）

Y
m(θ, φ) ≡ (−1)
m+|m|

2

√√√√2�+ 1

4π

(�− |m|)!
(�+ |m|)! · P

|m|

 (cos θ) · eimφ (82)

ここで P
|m|

 (cos θ)はルジャンドル陪多項式である。

直交規格性： ∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ Y ∗


m(θ, φ) Y
′m′(θ, φ) = δ

′δmm′ . (83)
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具体例:

Y00(θ, φ) =
1√
4π
, (84)

Y1,+1(θ, φ) = −1

2

√
3

2π
sin θeiφ, (85)

Y1,0(θ, φ) =
1

2

√
3

π
cos θ, (86)

Y1,−1(θ, φ) =
1

2

√
3

2π
sin θe−iφ, (87)

Y2,+2(θ, φ) =
1

4

√
3 · 5
2π

sin2 θei2φ =
1

8

√
3 · 5
2π

(1− cos 2θ)ei2φ, (88)

Y2,+1(θ, φ) = −1

2

√
3 · 5
2π

cos θ sin θeiφ = −1

4

√
3 · 5
2π

sin 2θeiφ, (89)

Y2,0(θ, φ) =
1

4

√
5

π
(3 cos2 θ − 1) =

1

8

√
5

π
(1 + 3 cos 2θ), (90)

Y2,−1(θ, φ) =
1

2

√
3 · 5
2π

cos θ sin θe−iφ =
1

4

√
3 · 5
2π

sin 2θe−iφ, (91)

Y2,−2(θ, φ) =
1

4

√
3 · 5
2π

sin2 θe−i2φ =
1

8

√
3 · 5
2π

(1− cos 2θ)e−i2φ, (92)

(93)

特殊な値

Y
m(0, 0) =

√
2�+ 1

4π
δm0, (94)

Y
m(0, φ) =

√
2�+ 1

4π
δm0. (95)
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