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自由粒子と平面波自由粒子と平面波

自由粒子 他から力(相互作用）が働かない粒子自由粒子：他から力(相互作用）が働かない粒子

1次元の平面波とその表現

正弦波 ( , ) sin( )x t A kx tωΨ = −
A:振幅、

ｋ＝2π/λ：波数、

余弦波 ( , ) cos( )x t A kx tωΨ = −
λ：波長、

ω＝2πf：角振動数、

ｆ：振動数

複素数表現

ｆ：振動数

i( )( , ) e exp[i( )]kx tx t A A kx tω ω−Ψ = ≡ −

iθ
オイラーの公式

ie cos i sinθ θ θ= +



平面波を規格化する二つの方法

平面波は単純には規格化できない→波動関数の確率解釈ができない？！

他から力が全く働かない粒子は不自然

* 2 -i( ) i( ) 2( , ) ( , ) | | e e | |kx t kx tx t x t dx A dx A dxω ω+∞ +∞ +∞− −

−∞ −∞ −∞
Ψ Ψ = = →∞∫ ∫ ∫

デルタ関数を用いる規格化
波動関数を変数分離型に表す

( , ) ( ) exp( / )kx t x iEtψΨ = −1+∞ +∞

∫ ∫ 2 2

2
kE
m

ω= =

1( ) exp(i )x kxψ = 波数 エネルギ は連続的に変化する

1( ) ( ) ( ') ( ) exp( )
2

x x dx k k k ikx dxψ ψ δ δ
π

+∞ +∞

−∞ −∞
= − ← ≡∫ ∫

箱型規格化（周期的境界条件）

( ) exp(i )
2k x kxψ
π

=

2⎛ ⎞

波数、エネルギーは連続的に変化する

2 2

2( ) ( ) , ( 0,1,2, , )

1 2( ) ( ) ( 0 1 2 )

k k nx x L k n n
L

ik E

πψ ψ

π

⎛ ⎞= + → ≡ = ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟2( ) exp( ), , ( 0,1,2, , )

nk n nx ik E n n
mLL
πψ

⎛ ⎞
→ = = = ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
波数、エネルギーは離散的に変化する



デルタ関数の定義と性質

モデル関数による表現
1

2 ( )
( ) lim ( ), ( )

0 ( )
x

x x x ε
ε ε

ε ε
δ δ δ

− ≤ ≤⎧
≡ ≡ ⎨

1
2ε

ヘビーサイドの階段関数θ(x)の広い意味の微分

0
( ) ( ), ( )

0 ( )xε εε ε→
⎨ >⎩

x

ε− ε
1 ( 0)

( )
0 ( 0)

x
x

x
θ

≥⎧
≡ ⎨ <⎩

( )( ) d xx
dx
θδ =

( ) 1, ( ) 1 ( : )x dx x dx
ε

ε
δ δ ε

∞

−∞ −
= =∫ ∫ 任意正数

デルタ関数δ(x）とは、点x＝０に面積１が集中した関数である。

ε−∞ −∫ ∫
( ) ( ) (0), ( ) ( ) ( )f x x dx f f x x a dx f aδ δ

∞ ∞

−∞ −∞
= − =∫ ∫

デルタ関数の有用な表現

1( ) eikxx dkδ
+∞

= ∫
sin( )( ) lim axxδ =( ) e

2
x dkδ

π −∞∫ ( ) lim
a

x
x

δ
π→∞

=



無限量子井戸

ポ シ
シュレディンガー方程式

ポテンシャルV(x) シュレディンガ 方程式
2 2

2 ( ) ( )
2

d x E x
m dx

ψ ψ− =

m

2

2 2

( ) 2 ( )

2

d x mE x
dx

mE

ψ ψ→ = −

x
０ a ( ) sin( ) cos( )x A kx B kxψ = +一般解

m 2
2

2( ), mEk x kψ= − ≡

０ a
( , : )A B 積分定数

境界条件 (0) ( ) 0aψ ψ= =境界条件

特殊解

( ) sin( )x A kxψ = 波数、エネルギーの

3n =

励起状態
( ) s ( )ψ

量子化

( ) , , 2, ,1n ak n nπ= = ∞
1n =

2n =

基底状態

励起状態

離散的エネルギー
2 2 2

2( )n maE nπ=x
０ a

1n基底状態
をもつ束縛状態：

無限個！



無限量子井戸：波動関数 量子論的確率 古典的確率無限量子井戸：波動関数、量子論的確率、古典的確率

規格化 ( )* 2
0

( ) ( ) 1 ( ) sin
a

n
n n n a ax x dx x xπψ ψ ψ= → =∫

直交性 *
'0

( ) ( ) 0 ( ')
a

n nx x dx n nψ ψ = ≠∫

1n = 2n =
波動関数

n=6

０ a

2n

a ０ a

( )n xψ

０ a
０

a ０ a

確率密度

2( )n xψ

確率密度

1n = 2n = n=6

０ a ０ a ０ a



有限量子井戸

V(x)

離散的エネルギー

をもつ束縛状態：

1本以上有限個

x
束縛状態：ポテンシャルの壁の中に

1本以上有限個

-L L0 束縛状態：ポテンシャルの壁の中に

浸透する確率がある！

-L L



量子調和振動子量子調和振動子

2 21( )
2

U x m xω= 離散的エネルギー、等間隔2
1
2( ), ( 0,1, 2, )nE n nω= + = ∞

1E

零点エネルギー

1
0 2E ω=

X

波動関数
2

( ) exp( ) ( / ); /( ) ( ) :xx H x b b m H xψ ω∝ ≡ エルミート多項式2

2

0 2

( ) exp( ) ( / ); /( ), ( ) :
2

( ) exp( )
2

n n nx H x b b m H x
b

xx
b

ψ ω

ψ

∝ − ≡

∝ −

エルミート多項式

0 22b



量子トンネル効果量子トンネル効果

V

量子反射

0V
0E V< の場合でも

x
反射率＝１

量子トンネル効果

しかし、波動関数は壁の中に浸透する！

0V 0E V< の場合でも

反射率＋透過率＝１

透過率＞x 透過率＞
0 ！！

x



トンネル効果の実例

（2）電界による電子の放出

トンネル効果の実例

（1）アルファ崩壊（ ）ア ァ崩壊

１９２８年、G.Gamowに
よりα崩壊がトンネル効果
の最初の例として紹介された。の最初の例として紹介された。



（3）薄い絶縁層の透過

波動関数波動関数

透過率のエネルギー依存性

古典的には、粒子の入射エネルギーが障壁のポテンシャルよりも小さいときは、透過率
はゼロとなり透過することはできない。しかし、量子的には、エネルギーが障壁のポテンり透過す 。 、 、 障
シャルより小さくても透過率はゼロとはならずに、一部が透過する。



(3)エサキダイオード (４)アンモニア分子におけるトンネル効果( ) サキダイオ ( )

モデル化

1957年に江崎玲於奈氏が発明した。
図からわかるように、順方向に電流を

流すと トンネル効果により ある電圧流すと、トンネル効果により、ある電圧
領域では電圧をかけるほどに流れる
電流量が少なくなるという「負性抵抗」
が現れる。が現れる。



ベクトルの内積ー2つの表現ー

ベクトルと成分、基本ベクトルを用いたその表現

( , , )

( )
x y z x x y y z zA A A A A A A≡ ≡ = + +A e e e

( , , )x y z x x y y z zB B B B A A A≡ ≡ = + +B e e e
内積（スカラー積）

θ

cos ( : )AB θ θ⋅ ≡A B A Bと のなす角度

1 cos0 1, 1

1 cos 0 1

x x y y z z

π

⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ =

⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟

e e e e e e

e e e e e e e e e e e e

１

１1 cos 0, 1
2x y y x x z z x y z z y= = = = = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
e e e e e e e e e e e e１

| A B A B A B≡ + +A B| x x y y z zA B A B A B≡ + +A B



ベクトルの成分が複素数であるようにベクトルの成分が複素数であるように、
2つのベクトルの内積の定義を拡張すると

* * *| A B A B A B≡ + +A B
* * * * * * *

| ,

|

x x y y z z

x x y y z z x x y y z z

A B A B A B

A B A B A B B A B A B A

≡ + +

= + + = + +

A B

A B
*

|

| |

x x y y z z x x y y z z

→ =A B B A
2 2 2

| x y zA A A→ = + +A A



関数の内積 直交性 規格性とは何か関数の内積、直交性、規格性とは何か

積分領域(x=a→x=b)で定義される2つの関数の次の積分を関数の内積と定義する。

*( ), ( ) ( ) ( )
b

x x x x dxψ φ ψ φ∫a関数 の内積: 

積分領域(x a→x b)で定義される2つの関数の次の積分を関数の内積と定義する。

∫a
上付き添え字（星印）：複素共役（complex conjugate）

*( ) ( ) 1
b

x x dxψ ψ∫
関数の規格性（正規性）

*( ) ( ) 1
b

x x dxφ φ =∫( ) ( ) 1x x dxψ ψ =∫a
関数の直交性 *( ) ( ) 0

b
dφ∫ ＋

( ) ( ) 1x x dxφ φ =∫a
関数の直交性 ( ) ( ) 0x x dxψ φ =∫a

＋
-



直交規格関数系直交規格関数系

{ }1 2( ), ( ), , ( ) ( ); 1, 2, ,n kx x x x k nφ φ φ φ≡ =

*
' '( ) ( )

b

k k kkx x dxφ φ δ=∫a

'

1 ( ')
Kronecker

0 ( ')kk

k k
k k

δ δ
=⎧

≡ ⎨ ≠⎩

∫a
の 記号：

0 ( )k k≠⎩



完全直交規格関数系による任意の関数の展開完全直交規格関数系による任意の関数の展開

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )
n

k kx c x c x c xψ φ φ φ= + + ≡∑
1k=

* * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d dφ φ φ φ φ∫ ∫ ∫

展開係数の求め方

1 1 1 1 1 1 1 1

*

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x x dx x c x dx c x x dx c

c x x dx

φ ψ φ φ φ φ

φ ψ

= = =

→

∫ ∫ ∫

∫ ( ) ( )k kc x x dxφ ψ→ = ∫

しかし これで万万歳か？係数ｃを展開式に代入すれば もとの関数と等しいはず

* *( ) ( ') ( ') ' ( ) ( ') ( ) ( ') '
n n

k k k kx x x dx x x x x dxψ φ ψ φ φ φ ψ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∑ ∑∫ ∫

しかし、これで万万歳か？係数ｃを展開式に代入すれば、もとの関数と等しいはず

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k

k k
ψ φ ψ φ φ φ ψ

= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∑ ∑∫ ∫

*( ') ( ) ( ')
n

x x x xφ φ δ∑
1

( ) ( ) ( )k k
k

x x x xφ φ δ
=

= −∑
完全性（完備性）



完全直交規格関数系の実例完全直交規格関数系の実例

（１）フーリエ級数展開

2⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞

（２）区間x=0→x=aの間の無限量子井戸に閉じ込められた粒子の

波動関数（固有状態）
2( ) sin ; 1,2,n

n xx n
a a

πφ
⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= =⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
規格直交性

2 2 'i i
a n x n x dπ π δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∫

規格直交性

'0

2 2sin sin nn
n x n x dx

a a a a
π π δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫

2 'sin sin ( ')n x n x x xπ π δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
完全性

( )
n a a a⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑



2 'sum sin sin
n

n x n x
a a a

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞≡ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ の数値計算例

nmax=   100000000, a=1.0の場合
x=   1.0000000000  x’=   0.9000000000 → sum=             3.65235
x= 1.0000000000 x’= 0.9900000000 → sum= -33.57476x    1.0000000000  x    0.9900000000 → sum            33.57476
x=   1.0000000000  x’=   0.9990000000 → sum=          -360.48495
x=   1.0000000000  x’=   0.9999000000 → sum=           416.26826
x=   1.0000000000  x’=   0.9999900000 → sum=        -31868.66346
x=   1.0000000000  x’=   0.9999990000 → sum=        -50201.51458
x=   1.0000000000  x’=   0.9999999000 → sum=        -50406.16195
x=   1.0000000000  x’=   0.9999999900 → sum=         50407.33862
x=   1.0000000000  x’=   0.9999999990 → sum=      98365120.67781
x=   1.0000000000  x’=   0.9999999999 → sum=      99983882.32352


