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われわれが日常観察する波動では、媒質は２次元または
３次元的な広がりをもっている。そこで、２次元、３次元的に分布している

 媒質における波動方程式はどのように表されるかを考える。

R. Okamoto, Kyushu Inst. Of  Technology
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１．２次元の波動方程式

2 2 2

2 2 2 2

1 ( : )

, ), ( , , )

v
v t x y

x y t x y t

ψ ψ ψ

ψ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

位相速度

 位置( 時刻 における波の変位

１次元の波動方程式

２次元の波動方程式〔直交直線座標表示）

空間の等方性：x方向とy方向は特別な方向ではない
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２．２次元の波動方程式の極座標表示
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3．2次元波動方程式の一般解（１）平面波
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平面波：位相面が平面である波。波は特定の向きに進む。

波を観測する（考える）位置→位置ベクトル

波の進む向き→波数ベクトル

波の進行方向
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一定の点の集合が

ベクトルｋと直交する平行線（2次元空間における平面）となる
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波動関数の複素数表示



４．2次元波動方程式の一般解（２）球面波
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2次元における球面波=円形波；方位角φによらない波動

波源を中心にあらゆる方向に波はひろがる。単位時間あたりのエネルギーは保存

→2次元球面波の強さは距離に反比例する。 2 constant
1

2

r I C
CI

r

π

π

⋅ = ≡

⎛ ⎞→ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

波の強さは振幅の2乗に比例する→2次元球面波の振幅はｒの平方根に反比例！

十分遠方における解



参考：2次元波動方程式の一般解
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2次元波動方程式の極座標表示

変数分離型の解（定常解）を求める

(1) 式に(2)式を代入する；
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(4)式の左辺は定数で、右辺第一項はrだけに依存し、同第二項はφだけに依存する。

式(4)が恒等的に成立するためには、右辺の2つの項がそれぞれ定数でなければならない。
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と置き、角度の周期性を考慮すると

(6)式を(4)式に代入すると
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ベッセル微分方程式の一般解

2階の線形微分方程式であるから、線形独立な2つの解が存在する。しかし、

解を議論する状況（系）に応じて、解のさまざまな表現が使われている。

第1種ベッセル関数

第２種ベッセル関数
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十分大きな変数ｓに対する、m=0,1に対する近似式
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５．３次元の波動方程式
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１次元の波動方程式

３次元の波動方程式〔直交直線座標表示）

空間の等方性：x方向、y方向とｚ方向は互いに平等
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６．３次元の波動方程式の極座標表示
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７．3次元における平面波



８．３次元における球面波
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３次元における球面波

波源を中心にあらゆる方向に波はひろがる。単位時間あたりのエネルギーは保存

→３次元球面波の強さは距離2乗に反比例する。

波の強さは振幅の2乗に比例する→3次元球面波の振幅はｒに反比例！

, :A ϕ 定数
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